Liga Zadaniowa — wojewo6dztwo kujawsko-pomorskie

Gimnazjum
Prezent wakacyjny 2012 r.

1. Pomiedzy niektore cyfry 26 052 0 1 2 =100 wstawi¢ znaki dziatan i nawiasy, by zacho-
dzita réwnosé.

2. Mamy 99 kartek. Na kazdej z nich piszemy jedna z liczb 1,2,3,...,99 tak, by kazda
liczba byla uzyta. Nastepnie mieszamy kartki i rozkltadamy je na stole czystymi stronami
do géry i ponownie na kartkach piszemy liczby 1,2,3,...,99 wedlug tych samych regut co
poprzednio. Na kazdej kartce sumujemy liczby napisane po obu jej stronach i nastepnie prze-
mnazamy otrzymane sumy. Uzasadni¢, ze w rezultacie otrzymany iloczyn sum jest liczba
parzysta.

3. Czy mozna wybraé takie cztery rézne liczby naturalne, aby suma dowolnych dwéch z nich
byta potega liczby 37

4. Udowodni¢, ze w liczbie naturalnej piec¢dziesieciocyfrowej, w ktorej nie wystepuje cyfra
zero, mozna wykresli¢c pewne cyfry tak, by pozostate (bez zmiany porzadku cyfr) tworzyty
liczbe podzielna przez 101.

5. Wyznaczy¢ liczbe czterocyfrowa AABB, ktora jest kwadratem liczby naturalnej.

6. Uzasadnié, ze zapis dziesietny zadnej potegi liczby 2 nie koniczy sie czterema jednakowymi
cyframi.

7. Czy istnieje liczba czterocyfrowa abed taka, ze jedli odejmiemy od niej liczbe dcba, to otrzy-
mamy 10087

8. Czy istnieja cyfry a,b, przy czym a < b, takie, ze liczba ga..-a — pb...b jest liczba

b cyfr a cyfr
pierwsza?

9. Czy moze zapis dziesietny kwadratu liczby naturalnej zaczynac si¢ od 2012 dziewiatek?
10. Liczby catkowite z,y, z spelniaja warunek zy 4+ yz + zz = 1. Pokazaé¢, ze liczba
(1+ 2% (1 + y?)(1 + 22) jest kwadratem liczby caltkowite;.
11. Liczby naturalne n i 2n maja takie same sumy cyfr, np. 18, 36. Uzasadni¢, ze liczba n
jest podzielna przez 9.
12. Wyznaczy¢ najwickszy wspolny dzielnik liczb a = 22912 — 11 b = 22013 4 1.
13. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb naturalnych (x,y) takie, ze spelnione jest rownanie
3:27 4 1=y~
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14. Wyznaczy¢ liczby naturalne a, b, ¢ takie, ze — + 3 +-=1
a c
1
15. Udowodnié, ze jesli a, b sa liczbami nieujemnymi, to vab < 5(@ +b).

16. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b zachodzi nieréwnosé
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17. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieré6wno$é
a b & 3
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18. Pokazac, ze jesli liczby a, b, ¢, d sa takie, ze a + b+ c+ d =0, to

ab+ ac+ ad + be + bd + ed < 0.



19. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnosé

a n b < 1
a*+b2  a?+0b* T ab

20. Dany jest kwadrat o boku dhugosci 1. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, ktérych suma od-
legtosci od prostych zawierajacych boki kwadratu jest rowna 4.

21. W trojkacie prostokatnym ABC, |<C| = 90°, poprowadzono $rodkowa C'D. Punkt K
jest punktem stycznosci okregu wpisanego w trojkat ADC' z bokiem AD. Wyznaczy¢ katy
trojkata ABC' jesli K jest srodkiem boku AD.

22. Wewnatrz trojkata ABC na dwusiecznej kata B obrano punkt M taki, ze |AM| = |AC|
i |<BCM| = 30°. Wyznaczy¢ miare kata AM B.

23. Na plaszczyznie mamy 25 punktoéw o nastepujacej wlasnosci: wsréd dowolnych trzech
z nich mozna zawsze wybra¢ dwa punkty miedzy ktéorymi odlegtosé jest mniejsza niz 1.
Uzasadnié, ze sposrod wszystkich mozna wybraé¢ 13 punktow, ktore leza w pewnym kole
o promieniu 1.

24. Na ptaszczyznie danych jest 7 prostych, przy czym zadne dwie nie sg réwnolegte. Uza-
sadni¢, ze wsrod nich istnieja takie dwie, ze kat miedzy nimi jest mniejszy niz 26°.

25. Tablice o wymiarach 8 x 8 podzielono na 64 jednakowe kratki. Kazda liczbe sposrod
1,2,...,64 wpisano w jedna kratke, przy czym w kazdej kratce jest tylko jedna liczba. Uza-
sadni¢, ze przy dowolnym wpisywaniu istnieja dwie kratki sasiednie (o wspolnym boku),
w ktorych liczby réznig sie co najmniej o 5.

26. W kwadracie o boku dtugosci 1 wybrano 102 punkty, z ktorych zadne trzy nie leza
na jednej prostej. Udowodnié, ze istnieja wérod nich takie trzy punkty, ze pole trojkata
o wierzchotkach w tych punktach jest mniejsze niz 0,01.

27. Przekatne AC' i BD czworokata (wypuklego) ABCD sa prostopadte. Przez srodki bo-
kow AB i AD poprowadzono proste prostopadte odpowiednio do przeciwlegtych bokéw C'D
i BC. Udowodni¢, ze punkt przeciecia tych prostych lezy na prostej AC'.

28. Na plaszczyznie mamy 2012 punktéow bedacych wierzchotkami 2012-kata foremnego.
Dwoch ucznidow gra w nastepujaca gre: tacza dwa punkty z danych odcinkiem zachowujac
nastepujaca regute:

1) nie wolno poprowadzi¢ odcinka z punktu ani do punktu jesli punkt ten juz zostal potla-
czony z jakim$ innym punktem.

2) prowadzony odcinek nie moze przecinaé sie z innym odcinkiem wezesniej poprowadzonym.
Uczniowie wykonuja swoje czynnosci kolejno na zmiane. Ktory z uczniéw moze zapewnié
sobie wygrana, jesli przegrywa ten, ktéry nie moze poprowadzi¢ odcinka zgodnie z warun-
kami gry?

Zyczymy udanych wakacyi!

zZapraszamy do udziatu w Lidze Zadaniowe)
w roku szkolnym 2012/2013!



