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Liga Zadaniowa — konkurs przedmiotowy z matematyki
wojewodztwo kujawsko-pomorskie

Prezent wakacyjny 2023 r.

. Uzasadni¢, ze sposrod dowolnych pieciu liczb naturalnych mozna wybraé trzy liczby, ktérych suma

jest podzielna przez 3.

Czy wérod dowolnych dwunastu kolejnych liczb naturalnych wiekszych niz 3 mozna znalezé pie¢
liczb pierwszych?

Kazda liczbe ze zbioru {1,2,3,...,2023} mnozymy przez kazda inng liczbe z tego zbioru. Wyzna-
czy¢ sume wszystkich takich iloczynow.

Czy istnieje liczba naturalna n taka, ze zapis dziesietny liczby n? zaczyna sie ukladem cyfr
123456789 i konczy sie uktadem cyfr 9876543217

. Wyznaczy¢ liczbe naturalng n taka, ktora jest podzielna przez 5 i przez 49 oraz ma doktadnie 10

dzielnikow.

. Uzasadni¢, ze jesli liczby a,b,c,d,e sa réznymi liczbami catkowitymi spetniajacymi roéwnosé

d—a) - (4—b)-(d—c)-d—d)-(d—e) =12 toa+bt+ctd+e=1T.

. Wyznaczy¢ wszystkie prostokaty, ktorych diugosci bokéw sa liczbami naturalnymi i dla ktérych

liczba wyrazajaca pole jest réwna liczbie wyrazajacej obwod.
Czy mozna znalez¢ 10 kolejnych liczb catkowitych, ktérych suma jest réwna 1007
Czy mozna znalezé 2023 kolejne liczby calkowite, ktérych suma jest réwna 202327

Liczbe naturalna 2023 przedstawi¢ w postaci sumy pewnej liczby liczb naturalnych, tak by iloczyn
sktadnikow takiej sumy byt najwiekszy z mozliwych.

Udowodnié¢, ze liczba naturalna jest podzielna przez 9 (przez 3) jesli suma cyfr w jej zapisie
dziesietnym jest podzielna przez 9 (przez 3) i odwrotnie.

Udowodnié, ze jesli reszta z dzielenia liczby naturalnej a przez 9 (przez 3) jest rowna r, to takze
reszta z dzielenia sumy cyfr liczby a przez 9 (przez 3) jest réwna r i odwrotnie.

Zapis dziesigtny liczby naturalnej m podzielnej przez 9 sktada si¢ z 2023 cyfr. Niech liczba a
bedzie suma cyfr liczby m, liczba b suma cyfr liczby a oraz liczba ¢ niech bedzie suma cyfr liczby
b. Wyznaczy¢ liczbe c.

22023 i 52023

Zapisy dziesietne liczb zapisano ,jeden za drugim” w jednym wierszu i otrzymano

zapis dziesietny pewnej liczby. Ile cyfr zawiera ten zapis?

Uzasadni¢, ze wsrod kazdych dziesieciu kolejnych liczb naturalnych istnieje taka liczba, dla ktorej
najwiekszy wspolny dzielnik z kazda z pozostatych liczb jest réwny 1.

Udowodni¢, ze trojkat w ktérym dwa boki sg tej samej dhugosci i jeden z katéw ma miare 60° jest
rownoboczny.

Udowodni¢, ze trojkat w ktérym dwie wysokosci sg tej samej dtugosci i jeden z katow ma miare
60°jest rownoboczny.

Obliczy¢ pole tréjkata, w ktorym dwa boki maja dtugosci 5 cm i 12 em, a kat miedzy tymi bokami
ma miare 120°.

Uzasadnié, ze pole dowolnego tréjkata zawartego w réwnolegtoboku o polu 10 cm? nie przekracza
5 cm?.
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Uogdlnienie. Udowodni¢, ze pole dowolnego tréjkata zawartego w réwnolegtoboku nie przekracza
polowy pola tego réwnolegtoboku.

W kwadracie o boku dtugosci 4 cm wybrano 9 punktow, takich ze zadne trzy z nich nie lezg
na jednej prostej. Udowodni¢, ze niezaleznie od rozmieszczenia tych dziewieciu punktéw mozna
wybraé sposrod nich trzy punkty tak, by byty one wierzchotkami trojkata o polu nie wigkszym niz
2 cm?.

W prostokacie ABC'D wyznaczy¢ taki punkt, dla ktorego suma jego odleglosci od wierzchotkdéw
prostokata jest najmniejsza z mozliwych.

Udowodni¢, ze w czworokacie wypuklym punktem wewnetrznym czworokata, dla ktoérego suma
jego odlegtosci od wierzchotkéw czworokata jest najmniejsza, jest punkt przeciecia przekatnych
czworokata.

Wewnatrz prostokata ABC'D wybrano punkt K i potaczono go odcinkami z wierzchotkami pro-
stokata. Udowodni¢, ze niezaleznie od wyboru punktu K, z odcinkéw AK, BK,CK i DK mozna
wybraé¢ trzy odcinki takie, ktére moga by¢ bokami trojkata.

Wykaz, ze liczby a, b, c sa dtugosciami bokéw trojkata wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby
dodatnie z, y, z takie,zea=2x+y, b=y+2, c=z+ x.

W tréjkacie prostokatnym ABC' na przeciwprostokatnej AB obrano punkt K. Nastepnie zrzuto-
wano prostopadle ten punkt na przyprostokatne AC' i BC otrzymujac odpowiednio punkty M i N.
Przy jakim potozeniu punktu K odcinek M N jest najkrotszy?

W trojkacie ABC' dlugosé kazdej wysokosci jest wigksza niz 1. Udowodnié, ze pole tego trojkata
jest wigksze niz %
Wielokat wypukty Wi lezy wewnatrz wielokata wypuktego W5, Udowodnié¢, ze obwdd wielokata

Wi jest mniejszy od obwodu wielokata Ws.

W kwadracie o boku 4 cm zawarty jest odmiokat wypukty. Udowodni¢, ze dtugos¢ co najmniej
jednego boku tego osmiokata jest mniejsza niz 2 cm.

W tréojkacie ABC' oznaczamy przez a, b, ¢ dlugosci bokéw lezacych naprzeciw wierzchotkow
A, B, C odpowiednio oraz przez m,, my, m. — dtugosci srodkowych poprowadzonych z wierzchot-
kow A, B, C. Udowodnic, ze

1 1

—(a+b—c)<m.< =(a+D).

2 2
Udowodni¢, ze w dowolnym trojkacie suma $rodkowych jest wieksza od % obwodu tréjkata i jed-
noczesnie mniejsza od obwodu tego trojkata.
Uzasadnié¢, ze dla dowolnych liczb z, vy, z zachodzi nieréwnosé xy + yz + zo < 2% + y? + 22
Udowodni¢, ze w dowolnym tréjkacie zachodzi nieréwnosé a® + b* + ¢ < 2(ab + be + ca).

Na potce stalty modele prostopadtosciandéw oraz ostrostupéw trojkatnych i czworokatnych. Nauczy-
ciel zdjat z potki kilka modeli i postawil na tawce. Zosia policzyta, ze wybrane bryty maja tacznie
37 wierzchotkow i 33 Sciany. Jakie modele nauczyciel postawit na tawce.

Na okregu o $rodku O znajdujg sie punkty A;, As,...,Aijp 0 tej whasnodci, ze katy <<A10As,

<TA0A;s, ..., <Ag0OA ), <A1pOA; maja miare 36°. Punkty te sa wierzchotkami dziesieciokata
A1AsA;s ... Ajp. Oblicz miary katow przeciecia sie przekatnych:
a) A1A3 1 A2A4; b) A1A3 1 A2A5; C) AlAg 1 A2A6.

Zyczymy udanych wakacji!



